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饱和砂土动静力特性的网格自适应数值模拟 

邵  琪 1, 2，唐小微 1, 2 
（1. 大连理工大学 海岸与近海工程国家重点实验室，辽宁 大连 116024； 

2. 大连理工大学 土木工程学院 岩土工程研究所，辽宁 大连 116024） 
 

摘  要：在有限元数值计算平台上，建立了一套基于后验误差评估和 Delaunay 三角剖分的网格自适应方案，针对饱和砂土

静力受压和地震液化的特性进行模拟。验证了超收敛单元片回归（SPR）误差评估中原用于四边形单元的双线性回归函数在

用于三角形单元网格时的适用性和可靠性；在饱和砂土动、静力算例中，网格自适应计算获得的变形、应变、超孔压比等的

变化规律与常规有限元结果趋势一致。随着网格的再生成，参考点的位移和全域的平均相对误差逼近精确值。对于初始网格，

讨论了合理的自适应程度并应用于地震液化的自适应数值模拟中，也对 Delaunay 三角剖分实施了一些改进。最终证明该自

适应方案在提高计算效率的同时，亦可以保证计算所需的精准度。 
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Numerical simulation of static and dynamic behaviors of saturated  
sand by an adaptive mesh scheme 

 
SHAO Qi1, 2，TANG Xiao-wei1, 2 

（1. State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China; 
2. Institute of Geotechnical Engineering, School of Civil Engineering, Dalian University of Technology, Dalian, Liaoning 116024, China） 

 
Abstract: Based on the finite element method with a posterior error estimation and the Delaunay triangulation, an adaptive mesh 
scheme is set up to simulate the saturated sand behaviors when being compressed statically and when being liquefied during 
earthquakes. The bilinear recovered function, usually being used for quadrilateral elements in superconvergent patch recovery (SPR) 
error estimation, is confirmed to be available and reliable for triangular element mesh. In both the static and dynamic examples of 
saturated sand, the changing laws of deformation, strain, excess pore water pressure ratio, etc. due to the adaptive mesh calculation 
are maintained in the same trend as the normal finite element calculation. The displacement of the reference point is approaching to 
the exact value as the mesh is regenerated, so is the average relative error of the whole area. The suitable adaptation degree for an 
initial mesh is discussed and applied to the adaptive numerical simulation of the seismic liquefaction. Also, some improvement for the 
initial mesh is implemented in the Delaunay triangulation. This adaptive mesh scheme is proved to improve calculating efficiency, 
and to ensure the desired accuracy as well. 
Key words: posterior error estimation; Delaunay triangulation; adaptive remesh; saturated sand; static compression; seismic 
liquefaction 
 

1  引  言 

有限元数值方法作为一种高效、便捷的近似计

算手段，能够结合土体复杂的本构关系，展示出固、

液、气各相的特征，被广泛地应用于岩土工程的各

个领域。然而，在模拟饱和砂土地震液化的过程中，

由于动力加速度瞬间起伏很大，土体变形剧烈，特

别是场地完全液化之后，数值网格扭曲畸形多有发

生，极易导致计算结果不精确甚至中止计算。因此，

网格自适应方法可以在数值模拟中自行判断并改善

局部网格，使计算过程平滑完整，获得可靠精度的

数值结果。 
网格自适应方法最早由 Babuska[1]提出，分为 3

类：h 型、p 型和 h-p 型。p 型方法旨在计算中不断
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提高单元插值函数或近似解多项式的阶数，以精确

求解，但刚度阵也随之调整，易使计算复杂化。大

量实践表明，h 型方法可以减小单元尺寸、增加网

格密度，大大改善计算结果，但一致性加密的网格

往往不够经济，而局部加密的 h 型网格自适应方法

在改善数值结果的同时也能节省计算资源，因此，

应用广泛。 
h 型网格加密技术可大致分为两种，一种是以

单元几何形状的相似形分裂为基础的网格细化。刘

春梅等[2]针对弹性力学问题设计了一种基于局部松

弛的多重网格法，局部加密单元不需要满足内节点

性质。李立等[3]围绕黏性流动问题，采用粗网格细

分法，对由伴随自适应探测器标记位置的网格进行

加密，生成具有较好网格分辨率的非结构自适应网

格。另一种是以节点重构为基础的网格再生成，目

前最常用的是基于 Delaunay 三角剖分的自适应技

术。杜玉龙[4]着重研究了自下而上在三维空间进行

Delaunay 网格划分的原理和步骤，经过网格形状、

尺寸控制，生成了三维的局部加密网格。张文明   
等[5]基于 Delaunay三角剖分选取最优节点对特征集

中区域进行局部加密，获得更高精确度和高效性的

自适应网格。 
本文基于 Delaunay 三角剖分技术，以基于 SPR

的后验误差评估作为自适应判据，在饱和砂土动静

力数值模拟中进行网格自适应分析，以期获得更精

确可靠的变形、应变、超孔压比等结果。 

2  网格自适应方案 

整个方案的实施步骤如下：采用 Delaunay 三角

剖分方法划分初始网格；对每一有限元分析步后计

算域中的应变场进行误差评估，标记出需要加密的

单元；在已标记区域的适当位置加入节点，依据

Delaunay 三角剖分规则再生成全域网格并平滑；新旧

网格之间进行数据传递；继续下一个分析步的计算。 
2.1  后验误差评估 

作为一种自适应判据，后验误差评估是常用的

可标记出需加密单元的指示器。1978 年，由

Babuska[6]首先提出了一种考虑数值结果局部余量

（residual based）的后验误差评估方法，可根据单

元或单元片上的余量值，采用能量范数评价局部误

差。但这类方法需要重构有限元平衡方程，程序化

操作较为复杂。后来，Zienkiewicz 和 Zhu[7－9]提出

了一种基于 SPR（superconvergent patch recovery，
超收敛单元片回归）技术的回归值误差评估方法，

利用当前分析步的有限元结果获得接近真实解的回

归值来计算误差。文中将针对应变，采用该方法评

估误差，其表达式为 
he                  （1） 

式中：e 为应变的误差； 为应变回归值； h 为应

变的有限元解。根据不同的回归函数，该方法可分

别应用于线性[10]和非线性[11]问题。 
2.1.1 构造 SPR 回归函数 

虽然有限元方法得到的是应变场的近似解，但

在定义域内的某些点上却是精确解，这些点被称为

超收敛点[12]。文中使用的二维一阶三节点三角形单

元的高斯点就是超收敛点，位于单元的质心位置[8]。

SPR 技术的关键就是在以节点 i 为核心的局部单元

片上将这些超收敛点用最小二乘法拟合出一个应变

场，场内各点的应变值即为回归值。 
SPR 的应变回归函数如下 

 Pa                 （2） 
式中：a 为一系列待定系数；P 为构造多项式的函

数基，对于一阶单元有两种形式： 
 
 
1            ( )
1    ( ) 

x y
x y xy


 

线性

双线性
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    （3） 

一般来说，式（3）中线性函数基用于三节点三角形

单元，双线性函数基用于四节点四边形单元。 
计算域内各节点的应变回归值可由其对应单元

片上的回归函数算得。各单元的应变回归值则由节

点值插值获得， 
e i N              （4） 

式中： e 为单元应变回归值； i 为节点应变回归值；

N为单元 e 的插值函数。 
2.1.2 相对误差计算 

式（1）算得的是绝对误差，无法直观、明确地

表征计算域内误差分布，因此，这里引入 i 表示单

元 i 的相对误差， 

2 2
100%i

i

h en




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 

e

e
     （5） 

式中： 0 1i  ； en 为单元总个数； ie 为单元 i
绝对误差的 L2范数，表达式为 

 1 2
T d

i
i i ii V

v V   e e e         （6） 

式中：dv 为单元内任意小的区域；Vi为单元 i 的定

义域； ie 为单元 i 应变的绝对误差；累计各单元的

误差即得整域的应变绝对误差的 L2范数 e ，表达

式为 
1 2

2

1

en

i
i

 


 
  
 
e e            （7） 

同理，也可以获得整域的应变有限元解为 
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式中： h i 为单元 i 有限元应变值的 L2范数，可如

式（6）般算得。 
再引入一个可表征整个计算域平均相对误差的

量 avg ，作为阈值标记出需加密的单元。 

avg 2 2
100%

h





  
 

e

e
       （9） 

式中： avg0 1  。 
2.2  网格局部加密再生成 

这里首先采用 Delaunay 三角剖分方法划分初

始网格；再根据误差评估的结果，标记出超过阈值

的单元，采用外心加点法添加节点；最后仍然使用

Delaunay 三角剖分方法连接新旧节点形成新的网

格，同时对全域网格进行 Laplace 平滑。 
2.2.1 局部加点——外心加点法 

向一个符合 Delaunay 三角化的网格中加入任

意节点，属于局部运算[13]；按照 Delaunay 剖分准则

再生成网格，可依旧保持初始网格的优良特性[14－15]。

局部加点的常用形式有两种：①单元最长边中点加

点；②单元外心加点。通常，由于 Delaunay 三角化

的网格中非钝角三角形居多，所以外心加点多是在

该单元或相邻单元域内（直角三角形除外，其外心

在斜边上）新增节点，与最长边中点加点的形式相

比，更符合 Delaunay 空洞算法（Delaunay 三角化构

造网格的基本方法）的规则。 
对计算域边界附近单元的外心加点时，为避免

节点生成在域外造成物理网格出错，应预判新生节

点位置。然而，有时即使边界单元所加节点在域内，

也会出现钝角三角形，如图 1 所示，对计算有影响。

因此，计算中将自动判断边界单元，不在其内部添

加节点，只依据 Delaunay 空洞算法对这些单元进行

被动的剖分。 
 

 
图 1  边界单元再生成为钝角三角形 

Fig.1  Boundary element regenerated as obtuse triangle 
 
2.2.2  Laplace 平滑 

新生成的节点虽然能够满足 Delaunay 三角剖

分的基本规则，却不能完全保证再生成的网格形状

饱满如初。为避免生成畸形网格，必须对节点位置

做适当调整。这里采用经典的“Laplace 平滑”方法：

为每个内部节点构造局部单元片，将片内核心节点

调整到重心位置来优化片内各单元的形状，如图 2
所示，内部节点 i 与单元片中周围相连节点 j（j = 
1,2,3,…n）的位置关系为 

1
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1

1  
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i j
j
n

i j
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



  

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




            （10） 

式中： ix、 iy为节点 i 的平滑后的坐标； jx 、 jy 为

与平滑节点相连的节点 j 的坐标；n 为与 i 相连节点

的总个数。 
 

 
图 2  单元片内 Laplace 平滑 

Fig.2  Laplace smooth in an element patch 
 
2.3  新旧网格数据传递 

饱和砂土适用于弹塑性本构关系，其应力、应

变等状态变量具有很强的非线性和历史依赖性。有

限元网格再生成之后，为了保证这些状态变量的延

续性和收敛性，必须将它们从旧网格传递到新网格，

成为下一个分析步的初始值。常用的数据传递方法

有如下两种： 
（1）映射法，通过局部和整体坐标的几何变换，

将新网格节点所需的状态变量对应着旧网格进行 
相关计算，给新网格赋初值，常见的有逆等参映射

法[16]。该方法适用于等参单元，计算过程相当复杂，

所以有时计算结果难以收敛。 
（2）插值法，利用单元插值函数，先把旧网格

高斯点值插值到节点，再从节点插值到新网格的高

斯点，如图 3 所示。常见的有直接插值法[17]。 
 

 旧网格 
高斯点 
变量值 

旧网格
节点处
变量值

新网格
节点处
变量值

新网格
高斯点
变量值

插值 插值插值

直接插值 
本文方法  

图 3  插值法数据传递 
Fig.3  Data transfer by interpolating 

 
常规插值方法中从高斯点到节点再到高斯点的

传递过程易产生误差，保持数据连续性方面也不如

映射法完善，不适合加工成型等精密有限元计算，

却完全可以胜任土木类的有限元分析。为了进一步

i' 

j j 

i 

N N 
ei ei' 

域外 
域内 

域外 
域内 
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减少误差，本文使用直接插值的方法进行新旧网格

数据传递：第 1 步，在旧网格中，精准定位新网格

各单元的高斯点的位置，找出包含各高斯点的单元；

第 2 步，采用单元插值函数，将旧网格的各状态值

插值给新网格的各高斯点，实现新旧网格的数据传

递。对于定位在旧网格多个单元公共边或公共点上

的高斯点，分别插值后取平均即可。 

3  数值计算方法 

3.1  u-p格式的控制方程 
本文采用了一种耦合有限元-有限差分（FEM- 

FDM, finite element method-finite difference method）
的数值计算方法来模拟地震液化。该方法首先由

Akai 等[18]基于比奥固结理论提出，再由 Oka 等[19]

基于小应变假定拓展至饱和砂土的液化分析中。在

这种 FEM-FDM 耦合方法中，用有限元法空间离散

平衡方程，用有限差分法空间离散连续方程中孔隙

水压力的相关项。在时间域上，采用 Newmark-  法

离散，即可获得控制方程的最终形式。该方法可有

效降低方程的总自由度，所得的最终控制方程的矩

阵形式也是对称的。 
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式中：[ ]M 、[ ]C 和[ ]K 分别为质量阵、阻尼阵和刚

度阵； Nu 为单元中节点位移； dEp 为单元的动态孔

隙水压力； dF 为等效外力集合； dR 为土-水相互作

用力；其他参数含义详见文献[20]，不再一一细述。 
3.2  饱和砂土的本构模型 

本文采用了一种基于非线性移动硬化准则的有

效循环弹塑性本构模型[21]来描述饱和砂土的动静

力特性。考虑到应力膨胀和塑性剪切模型中累积应

变的依赖性这两者的非线性表达式[22]，有效应力和

应变可写成增量关系。 

4  饱和砂土静力算例 

4.1  算例信息 
对应有围压的静力压缩试验（如图 4(a)所示）， 

 

取 3.2 m×3.2 m 的二维正方形计算区域，域内设定

为饱和砂土材料，材料参数如表 1 所示，几何边界

约束如图 4(b)所示。上表面施加均布荷载 q =0～ 
100 kN/m，随加载时长而递增，加载面排水。 

 

  
(a) 压缩试验                   (b) 简化模型 

图 4  算例 1 
Fig.4  Example one 

表 1  算例 1 饱和砂土材料参数 
Table 1  Parameters for saturated sand in example one 

初始孔 
隙比 

e0 

压缩 
指数 
 

膨胀 
指数 
 

初始剪切

模量比 
G0 / 'm0 

渗透系数

k/(m/s) 

重力 
加速度

g/(m/s2) 

密度  
/(g/cm3) 

变相 
应力比 

Mm 

破坏 
应力比 

Mf 

硬化 
参数 

B0 

硬化 
参数 

B1 

水体积 
弹性系数 
Kf /(N/m2) 

膨胀 
参数 
D0 

膨胀 
参数 

n 
0.992 0.025 0.002 5 1 000 6.9×10-6 9.8 1.83 0.71 0.96 5 500 30 2×106 1 3 

 
初始网格共计 144 个单元，分别使用基于式（3）

的线性和双线性回归函数的误差评估结果作为自适

应判据，对该算例进行自适应分析，以验证两种回

归函数的可靠性。 
4.2  结果展示与分析 

图 5 为初始网格的最终变形图和误差云图，其

中虚线部分是计算域的初始轮廓。 
图 6～8 分别为基于线性和双线性回归函数的

网格自适应（AMR, adaptive mesh regeneration）分

析的最终变形图。图 6～8 中自适应的次数 N 是指

围 
压 

围 
压 

上部加载 
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在单个完整计算过程中，依据误差评估对网格进行

了 N 次局部网格细化再生成。 

 

(a) 变形图 

 
(b) 误差云图 

图 5  初始网格最终变形图和误差云图（144 个单元） 
Fig.5  Final deformation and error nephogram of  

initial mesh (144 elements) 

 

 
(a) 线性 346 个单元        (b) 双线性 354 个单元 

图 6  2 次自适应的最终变形图 
Fig.6  Final deformation of twice AMR 

 

 
(a) 线性 490 个单元       (b) 双线性 512 个单元 

图 7  3 次自适应的最终变形图 
Fig.7  Final deformation of three-time AMR 

 
(a) 线性 826 个单元         (b) 双线性 776 个单元 

图 8  5 次自适应的最终变形图 
Fig.8  Final deformation of five-time AMR 

 
整个自适应方案能够根据误差评估准确地定位

局部网格细化再生成的区域。考虑到该自适应过程

是通过增加局部网格密度来改善计算结果，则 AMR
与初始网格的最终变形不会完全一致。由于边界上

的单元内部不生成新的节点，只被动地参与剖分，

所以这些单元尺寸没有改变；随着自适应次数的增

加，边界上的单元逐渐变成钝角三角形，使网格不

协调，可能对计算有一定影响。因此，比较初始网

格和自适应网格的平均相对误差是有必要的，如图

9、10 所示。 
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图 9  基于线性回归函数的自适应与初始网格的 

平均相对误差时程曲线 
Fig.9  Average relative error in time history of AMR mesh 

due to linear recovered function and initial mesh 
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图 10  基于双线性回归函数的自适应与初始网格的 

平均相对误差时程曲线 
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Fig.10  Average relative error in time history of AMR mesh 
due to bilinear recovered function and initial mesh 
从平均相对误差的时程曲线可以看出，自适应

计算能够有效降低计算域的整体误差，随着局部网

格单元数的增多，误差值向 0 逼近。这表明，每个

分析步后的平均相对误差是一个动态阈值，作为自

适应判据会不断地提高计算精度。 
同时，基于线性回归函数的自适应计算中，在

AMR（826 个单元）计算后程，误差值略有上浮，

而对应的基于双线性回归函数的 AMR（776 个单

元）计算结果却始终逼近 0 值。这说明，一方面，

在高次自适应过程中，双线性的新增单元和节点会

少于线性的；另一方面，当网格变得疏密有分之后，

双线性的自适应分析能更好地稳定计算精度。因此，

双线性回归函数不仅能比线性回归函数获得更精准

的误差评估数据[23]，也能在自适应分析中更好地改

善计算结果。 
4.3  对动力算例的设定与改进 

鉴于算例 1 的自适应计算结果，需要对地震液

化的自适应数值模拟做一些设定与改进。 
首先，考虑到基于双线性回归函数的误差评估

在地震液化数值模拟中能够获得更准确的结果[24]，

这里对算例 2 采用基于双线性回归函数的自适应方

案进行分析。 
其次，由于边界单元只能被动剖分，其尺寸基 

 
本保持不变，而多次自适应网格剖分会使边界单元

转化成钝角三角形，影响网格协调性。因此，生成

初始网格时在边界上密布节点，预先缩小边界单元

的尺寸，构造出由边界到内部逐渐稀疏的初始网格。 
最后，设定合理的网格自适应次数能更好地避

免产生畸形单元，提高网格整体协调性。因此，算

例 2 中只进行 2 次和 3 次的自适应分析。 

5  饱和砂土地震液化算例 

5.1  算例信息 
采用一个堤坝模型作为地震液化的数值算例，

模型尺寸、排水边界和几何约束等如图 11 所示，其

中 A、B 均为参考点，用于考察该处位移、液化程

度等。土体材料参数如表 2 所示。 
 

 

图 11  算例 2 
Fig.11  Example two 

表 2  算例 2 土体材料参数 
Table 2  Parameters for soil in example two 

土体 
名称 

初始孔 
隙比 

e0 

压缩 
指数 
 

膨胀 
指数 
 

初始剪切

模量比 
G0 / 'm0 

渗透 
系数

k/(m/s) 

重力 
加速度

g/(m/s2) 

密度 
/(g/cm3) 

变相 
应力比 

Mm 

破坏 
应力比 

Mf 

硬化 
参数 

B0 

硬化 
参数 

B1 

水体积 
弹性系数 
Kf /(N/m2) 

膨胀 
参数 
D0 

膨胀 
参数 

n 
饱和砂土 0.856 0.006 4 0.005 5 829 1.9×10-5 9.8 1.86 0.91 1.17 1 600 16 2×106 5 1.2 

干土 0.856 0.006 4 0.005 5 829  9.8 1.75 0.91 1.17 3 000 0 0 0 0.0 

 
数值计算使用如图 12 所示的粗网格作为初始

网格，饱和砂土区域是 Delaunay 三角剖分生成的网

格，用于自适应分析；为消除边界效应，在模型两

侧分别设置了 60 m 的四边形超长单元，防止在动

力模拟过程中边界处网格畸变突起影响计算结果。

本文还建立了一个一致性加密的细网格（如图 13
所示）与自适应分析结果进行比较。 
 

 

图 12  算例 2 的粗糙网格（312 个单元） 
Fig.12  Coarse meshes for example two (312 elements) 

 
图 13  算例 2 的细网格（2 682 个单元） 

Fig.13  Fine meshes for example two (2 682 elements) 
 
各网格均加载 16 s 的地震波，加速度时程曲线

如图 14 所示。 
5.2  结果展示与分析 
5.2.1 液化程度与范围 

通常，超静孔隙水压力比（EPWPR, excess pore 
water pressure ratio）被用来表征土体的液化程度。

分别考察粗网格（312 个单元）和细网格（2 682 个

单元）中 B1 和 B2 处超静孔隙水压力比时程曲线，
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如图 15、16 所示。 
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图 14  地震加速度时程曲线 

Fig.14  Earthquake acceleration in time history 
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图 15  粗网格中 B1和 B2处的超静 

孔隙水压力比时程曲线（312 个单元） 
Fig.15  EPWPR in time history of B1 and B2 in the  

coarse meshes (312 elements) 
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图 16  细网格中 B1和 B2处的超静 

孔隙水压力比时程曲线（2 682 个单元） 
Fig.16  EPWPR in time history of B1 and B2 in the  

fine meshes (2 682 elements) 
 
粗、细网格同位置土体的液化趋势和程度大致

相同。坝体正下方的土体受上部附加重力影响，有

效应力较高，因此，达到液化的时间迟于周围土体。

这一现象在细网格计算结果中更为明显。算例的最

终网格变形和液化范围如图 17、18 所示。 

 

(a) 粗网格（312 个单元） 

 
(b) 细网格（2 682 个单元） 

图 17  两种网格的最终变形图 
Fig.17  Final deformation of both meshes 

 
 

 
(a) 粗网格（312 个单元） 

 

 
(b) 细网格（2 682 个单元） 

图 18  两种网格的超静孔隙水压力比云图 
Fig.18  Final EPWPR nephogram of both meshes 
 
最终液化范围与超静孔隙水压力比时程曲线相

互映证，当周围饱和砂土已经大范围液化时，坝体

下方土体仍有部分未能液化；液化导致坝体大幅沉

降（变形图 17 中虚线部分表示初始网格轮廓），因

此，后文将考察坝脚（A1）和坝顶（A2）的竖向位

移。在计算地震液化沉陷时，坝体下方土体网格变

形剧烈、甚至扭曲，造成了一定的误差，则由评估

系统捕捉并给出云图，如图 19 所示。综合图 17(a)、
图 18(a)与图 19，可以发现在液化程度较高、变形

较大的区域，误差值也相对较高。 
 

 

 
图 19  粗网格的最终相对误差云图（312 个单元） 

Fig.19  Final relative error nephogram of the  
coarse meshes (312 elements) 

EPWPR 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

EPWPR 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

误差 0.005  0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 0.040 0.045 0.050 
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5.2.2 网格自适应计算结果 
根据第 4.3 节的小结与设定，这里以粗网格作

为初始网格，分别在计算过程中进行 2 次和 3 次自

适应分析，局部细化再生成的最终网格图如图 20
所示。 
 

 
(a) 2 次自适应的网格（770 个单元） 

 
(b) 3 次自适应的网格（1 098 个单元） 

图 20  自适应网格 
Fig.20  Adaptive meshes 

 
参考图 19 的粗网格误差评估结果，可以发现该

自适应方案在原误差较大的区域进行网格局部细化

再生成，随着自适应次数的增加，局部网格密度不

断增加。两种自适应网格的最终变形图和超静孔隙

水压力比云图如图 21、22 所示。 
 

 
(a) 2 次自适应的网格（770 个单元） 

 
(b) 3 次自适应的网格（1 098 个单元） 

图 21  自适应网格变形图 
Fig.21  Deformation of adaptive meshes 

 
 

 
(a) 2 次自适应的网格（770 个单元） 

 

 
(b) 3 次自适应的网格（1 098 个单元） 

图 22  自适应网格超静孔隙水压力比云图 
Fig.22  EPWPR nephograms of adaptive meshes 

自适应网格保持了图 17(a)所示粗网格（312 个

单元）的变形趋势；随着局部网格的加密，其变形

幅度越来越接近细网格（2 682 个单元）。同时，其

液化的范围和程度也随着局部细化的加深而更接近

细网格（2 682 个单元）的结果。 
5.2.3 自适应与常规计算结果的比较 

算例 2 中地震液化造成了坝体大幅沉陷，因此，

首先通过考察坝脚（A1）和坝顶（A2）的竖向位移

来验证自适应结果的准确性。A1和 A2两点的竖向位

移时程曲线如图 23、24 所示。 
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图 23  A1竖向位移时程曲线 

Fig.23  Vertical displacements of A1 in time history 
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图 24  A2竖向位移时程曲线 

Fig.24  Vertical displacements of A2 in time history 

 
从位移曲线可以看出，自适应的分析结果不仅

与粗网格具有相同的趋势，而且随着再生成单元数

的增加，向细网格结果靠近。从而证明了网格自适

应的数值结果比粗网格的常规结果更精确。 
在逼近精确解的同时，自适应计算也能有效地

提高整个数值计算的精度，这一点可以从自适应分

析与常规有限元分析的平均相对误差的比较中看

出，如图 25 所示。 
以平均相对误差作为动态阈值进行的网格自适

应分析可以大幅降低常规计算的误差；随着自适应

EPWPR 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

EPWPR 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
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中再生成单元数目的增多，整个计算域的精度也向

着更准确的水平靠近。 
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图 25  各网格平均相对误差时程曲线 

Fig.25  Average relative errors in time history in all meshes 
 

6  结  论 

（1）双线性回归函数应用于三角形网格的自适

应分析时，不仅可以获得与线性回归函数趋势一致

的结果，而且在网格已经变得疏密不同时仍能更好

地指导自适应计算，保证计算精度更稳定、更精准。 
（2）以各分析步的平均相对误差作为自适应判

据的动态阈值，可以大幅降低计算误差，获得更精

确的逼近值，具有一定的高效性。 
（3）在有限元动力数值模拟中，网格自适应分

析能够节省计算资源，既保持了初始网格常规计算

的地震液化发展趋势，也能在网格变形和液化发展

程度上更接近精确解；从数据结果（如位移）和计

算精度上，都向着更精确的数据结果靠近。 
（4）采用边界致密、内部稀疏的网格建立地震

液化数值算例，有利于节点重构网格再生成时遵循

Delaunay 三角化的准则。同时，选择合理的自适应

次数，不需要产生过多的新增单元和节点，却能保

证自适应分析获得更精确的逼近值，提高了计算效

率、保证了计算精度。 
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